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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ СПОЖИВАННЯ ЕЛЕКТРОЕНЕРГІЇ  
ТРАМВАЯМИ  
 
 Приводяться основні результати синтезу математичних моделей емпіричних зако-
нів розподілу споживання електроенергії трамваями і математичних моделей прогнозу 
споживання електроенергії трамваями на маршрутах. 
 
Оскільки трамвайний парк відноситься до розряду найбільших 
споживачів електроенергії в кожному місті, де він є, то актуальною є 
задача мінімізації витрат електроенергії на кожний трамвай, що пра-
цює на маршруті.  
Для контролю електроспоживання трамваями Вінницького трам-
вайно-тролейбусного управління (ТТУ) в кабінах водіїв кожного з ва-
гонів встановлено лічильники електроенергії. Це дозволяє визначити, 
по-перше, в якому технічному стані знаходиться той чи інший вагон, 
по-друге, дає можливість, крім економії електроенергії, своєчасно по-
передити вихід з ладу трамвая, і, по-третє, оцінити ступінь кваліфікації 
водія трамвая.  
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Спостереження за водіями трамваїв Вінницького ТТУ показали, 
що витрати електроенергії значною мірою залежать від кваліфікації 
водіїв і можуть відрізнятися при роботі на одному і тому ж маршруті 
дуже суттєво, а в окремих випадках – навіть у два рази.  
Щоб стимулювати бажання водіїв трамваїв підвищувати свою 
кваліфікацію і знижувати витрати електроенергії на маршруті, керів-
ництво Вінницького ТТУ запровадило систему преміювання за еконо-
мію електроенергії. Але ця система не ґрунтується на чіткій шкалі, 
котра не викликала б незгоди водіїв з рішеннями керівництва. Тому 
необхідно створити об’єктивну базу знань про роботу кожного водія 
трамвая ТТУ в цілому і методологію її оцінки за критерієм витрат еле-
ктроенергії на функціонування трамваїв під час роботи на маршрутах. 
Синтезу математичних моделей, як першому кроку в побудові методо-
логії, присвячена ця робота. 
1. Емпіричні закони розподілу споживання електроенергії трам-
ваями. Для аналізу використовують усереднені статистичні дані спо-
живання електроенергії трамваями помісячно. Аналіз питомого спо-
живання електроенергії трамваями здійснено як за годину, так і на 1 км 
пробігу.  
У роботі [1] встановлено, що для об’єктивності оцінок треба бра-
ти подвійну восьмимісячну вибірку статистичних даних, що включає 
лише по одному періоду весна/осінь. Тому сформуємо вибірку, що 
містить в собі середні значення споживання електроенергії трамваями 
з 1 лютого по 30 вересня 1999 р., з 1 червня 2000 р. по 31 січня 2001 р. 
Величини середнього споживання електроенергії трамваями за 
годину та на 1 км пробігу за вищевказані періоди відповідно набули 
таких значень: 
 
},06,38;42,33;48,36;37,34;43,33;06,33;76,33;74,33
;95,33;78,34;46,35;91,36;99,39;48,41;70,47;52,45{=z
        (1) 
 
}.72,2;41,2;62,2;39,2;33,2;29,2;35,2;34,2
;41,2;46,2;54,2;73,2;89,2;09,3;53,3;37,3{=b
                       (2) 
 
Варіаційні ряди вибірок (1), (2) електроспоживання трамваями 
приведені в табл.1, 2, а гістограми варіаційних рядів – на рис.1, 2. 
Проаналізувавши вид гістограм (рис.1, 2), висунули гіпотези про 
логарифмічний нормальний закон розподілу споживання електроенер-
гії трамваїв як за годину, так і на 1 км пробігу. Для перевірки гіпотез 
використно χ2-критерій Пірсона.  
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Таблиця 1 –  Варіаційний ряд вибірки (1) електроспоживання трамваями за годину 
 
і Інтервали n(z) і p(z) і 
1 [33 – 36) 9 0,5625 
2 [36 – 39) 4 0,25 
3 [39 – 42) 1 0,0625 
4 [42 – 45) 0 0 
5 [45 – 48) 2 0,125 
Cума 16 1 
 
Таблиця 2 – Варіаційний ряд вибірки (2) електроспоживання трамваями на 1 км пробігу 
 
і Інтервали n(b) i p(b) i 
1 [2,1 – 2,4) 5 0,3125 
2 [2,4 – 2,7) 5 0,3125 
3 [2,7 – 3,0) 3 0,1875 
4 [3,0 – 3,3) 1 0,0625 
5 [3,3 – 3,6) 2 0,125 
Cума 16 1 
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Рис.1 – Гістограма варіаційного ряду  
вибірки електроспоживання  
трамваями за годину 
Рис.2 – Гістограма варіаційного ряду  
вибірки електроспоживання  
трамваями на 1 км 
 
У роботі [2] встановлено, що споживання електроенергії трамва-
ями за годину і на 1 км пробігу підпорядковуються нормальному лога-
рифмічному законові розподілу у вигляді  
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із статистичними оцінками для електроспоживання за годину  
441,0;194,0;633,15 === zzz Dm ))) σ ,                     (5) 
що мають  довірчі інтервали з довірчою імовірністю γ = 0,98 
831,0344,0;691,0118,0;967,15329,15 ≤≤≤≤≤≤ zzz Dm ))) σ   (6) 
і з статистичними оцінками для електроспоживання на 1 км пробігу 
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589,0;347,0;201,4 === bbb Dm ))) σ ,                  (7) 
що мають довірчі інтервали з довірчою імовірністю γ = 0,98 
.967,0412,0;936,017,0;584,4818,3 ≤≤≤≤≤≤ bbb Dm ))) σ       (8) 
2. Математичні моделі прогнозу споживання електроенергії 
трамваями на маршрутах. Для дослідження вибрали двох водіїв, тра-
мваї яких за однаковий проміжок часу в середньому споживають міні-
мальну і максимальну кількості електроенергії. Назвемо їх, відповідно, 
водій “Ч”, трамвай якого споживає електроенергію 
)(Ч
tW , і водій “К”, 
трамвай якого споживає електроенергію 
)(К
tW . Побудуємо також ма-
тематичну модель і “усередненого” водія депо “Д”, трамвай якого 
споживає електроенергію 
)(Д
tW .  
Як статистичні дані візьмемо величини спожитої електроенергії 
трамваями обох водіїв протягом одного й того ж періоду, тобто вибе-
ремо такі місяці, протягом яких і водій “Ч”, і водій “К” працювали без 
простоїв і відпусток, а також статистику споживання електроенергії 
трамваями по депо в цілому за цей же період. Враховуючи такі мірку-
вання, можемо вибрати із відповідних відомостей по трамвайному 
депо річну статистику з 1 липня 2000 р. по 30 червня 2001 р. 
Споживання електроенергії трамваями обох водіїв і “усередне-
ного” водія “Д” депо за вказаний період можна наочно проілюструвати 
за допомогою рис.3. 
Споживання  електроенергії  “усередненим”  трамваєм  депо  ві-
дображається часовим рядом 
}.93,32;91,33;51,34;4,35;06,39;06,38
;48,36;42,33;37,34;43,33;06,33;76,33{)( =ДtW
                 (9) 
У результаті розрахунків в роботі [4] встановлено, що споживан-
ня електроенергії “усередненим” трамваєм депо адекватно описується 
авторегресійною моделлю 6-го порядку у вигляді 
−−−−−=
−−−−
)(
4
)(
3
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2
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1
)( ~482,0~866,0~586,0~307,0~ Дt
Д
t
Д
t
Д
t
Д
t WWWWW  
               
)()(
6
)(
5
~514,0~444,0 Дt
Д
t
Д
t aWW +−− −−                                      (10) 
з дисперсією білого шуму 5,02)( =Дaσ  і трендом 
( )571,1)1(524,0sin215,2818,34)( −−⋅⋅+= tДtµ .                 (11) 
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місяці
– споживання електроенергії Wt (Д) трамваєм
    “усередненого” водія “Д”
– споживання електроенергії Wt (К) трамваєм водія “К”
– лінія тренду µt для споживання електроенергії трамваями
2
– споживання електроенергії Wt (Ч) трамваєм водія “Ч”
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Рис.3 – Споживання електроенергії трамваями протягом досліджуваного періоду 
 
Споживання електроенергії трамваєм водія “Ч” описується часо-
вим рядом 
}.92,27;07,33;05,27;14,27;7,28;63,33
;21,27;13,29;2,30;98,26;58,29;34,30{)( =ЧtW
                (12) 
У результаті розрахунків в роботі [4] показано, що для ряду (12) 
достатньо адекватним є тренд 
( )571,1)1(524,0sin021,0733,28)( −−⋅⋅+= tЧtµ                 (13) 
і авторегресійна модель 4-го порядку у вигляді 
)()(
4
)(
3
)(
2
)(
1
)( ~298,0~013,0~343,0~458,0~ Чt
Ч
t
Ч
t
Ч
t
Ч
t
Ч
t aWWWWW +++−−=
−−−−
(14) 
з дисперсією білого шуму 6,32)( =Чaσ . 
Споживання електроенергії трамваєм водія “К” описується часо-
вим рядом 
}.13,36;1,37;25,39;1,44;38,42;94,44
;27,42;04,39;72,39;85,37;87,38;92,37{)( =КtW
                    (15) 
Коммунальное хозяйство городов 
 
 189
У результаті розрахунків в роботі [4] також встановлено, що для 
ряду (15) достатньо адекватним є тренд 
( )571,1)1(524,0sin24,3139,40)( −−⋅⋅+= tКtµ             (16) 
і авторегресійна модель 4-го порядку 
)()(
4
)(
3
)(
2
)(
1
)( ~769,0~381,0~056,0~277,0~ Кt
К
t
К
t
К
t
К
t
К
t aWWWWW +−−−−=
−−−−
(17) 
з дисперсією білого шуму 75,02)( =Кaσ . 
Висновки 
Показано, що споживання електроенергії трамваями підпорядко-
вується нормальному логарифмічному закону. Визначено довірчі ін-
тервали для статистичних оцінок, що характеризують електроспожи-
вання трамваями. 
Побудовано математичні моделі процесу споживання електроене-
ргії трамваями як для “усередненого” трамвая депо, так і для двох тра-
мваїв, якими керують водії з найкращою і найгіршою кваліфікацією. 
Синтезовані моделі дозволяють врахувати стохастичність споживання 
електроенергії трамваями і сезонність роботи. 
Поставлено задачу створення методології об’єктивної оцінки ро-
боти водіїв трамваїв за критерієм витрат електроенергії на функціону-
вання трамваїв на маршрутах, що буде розв’язана в подальших дослі-
дженнях і на основі якої буде розроблена система преміювання за еко-
номію електроенергії водіями. 
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ПРИ ПОСТРОЕНИИ МАРШРУТНОГО РАСПИСАНИЯ   
 
  Рассматривается применение математического моделирования перевозки пасса-
жиров несколькими видами городского транспорта и использование результатов опти-
мизации для корректировки маршрутного расписания с целью повышения экономиче-
